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Revisao

Demonstre a validade dos sequentes seguintes usando o
metodo da deducéo natural:

. P>oQ->R)FPAQ >R
2. P>(Q->R)FQ—->((P—->R)
3. PAQ,P>REFRAQ
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Dez regras primitivas

Regra de Regra de
Operador Introducéao Eliminacao
Conjuncao N EA
Condicional |— E—>
Disjuncao v =V
Negacao |- E-

Bicondicional 12 E2
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Introducao da disjuncao

Prem 1. A
1 2. AvB 11lv

« O passo 2 depende de todas as premissas
de que depender o passo 1

JA\
Av B
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Eliminacao errada da disjuncao

Prem 1. Av DB
1 2. A 1Ev

O Joao estd em Ouro Preto ou Belo Horizonte.
Logo, esta em Ouro Preto.
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Dilema construtivo simples

A Joana esta na praia ou no

cinema.

Se esta na praia, esta com o AvB
namorado. A—C
Se esta no cinema, esta com B> C
o namorado. C

Logo, em qualquer caso, esta
com o hamorado.
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Eliminacao da disjuncao

Prem 1. Av B
Sup|2. A
: « O passo 8 depende
214. C de todas as premissas
de que dependerem
Sup|s5. B 0s passos 1,4 e 7,
exceto das
57 C suposicoes 2e 5

1 8. C 1, 2-4, 5-7 Ev
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Um exemplo
PvVQ,P>R Q—>SKFRVS

Prem 1. PvQ
Prem 2. P—>R
Prem 3. Q—>3S
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Um exemplo

PvQ,P>oR, Q—>S+RVS

Prem 1. PvQ

Prem 2. P—>R

Prem 3. Q—>3S
Sup| 4. P
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Um exemplo
PvVQ,P>R Q—>SKFRVS

Prem 1. PvQ
Prem 2. P—>R
Prem 3. Q—>3S
Sup| 4. P
241 5. R 2,4 E—>
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Um exemplo PVOP5>R OQO5>SHERVS

Prem 1. PvQ

Prem 2. P—>R

Prem 3. Q—S
Sup| 4. P
24| 5. R 2,4 E—
24 6. RvS 5lv
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Um exemplo PVOP5>R OQO5>SHERVS

Prem 1. PvQ

Prem 2. P—>R

Prem 3. Q—S
Sup| 4. P
24| 5. R 2,4 E—
24| 6. RvS 5lv
Sup| 7. Q
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Um exemplo
PvVQ,P>R Q—>SKFRVS

Prem 1. PvQ

Prem 2. P—>R

Prem 3. Q—>3S
Sup| 4. P
241 5. R 2,4 E—>
24 6. RvS b5Hlv
Sup| 7. Q
3,7 8 S 3,7 E—>
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Um exemplo
PvVQ,P>R Q—>SKFRVS

Prem 1. PvQ

Prem 2. P—>R

Prem 3. Q—>3S
Sup| 4. P
241 5. R 2,4 E—>
24 6. RvS b5Hlv
Sup| 7. Q
3,7 8 S 3,7 E—>
37 9. RvS 8lv
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Um exemplo PVOP5>R OQO5>SHERVS

Prem 1. PvQ
Prem 2. P—>R
Prem 3. Q—>3S
Sup| 4. P
241 5. R 2,4 E—>
24 6. RvS b5Hlv
Sup| 7. Q
3,7 8 S 3,7 E—>
37 9. RvS 8lv
1,2,3 10. RvS 1,4-6,79Ev
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Eliminacao da disjuncao

Prem 1. Av B
Sup|2. A
: « O passo 8 depende
214. C de todas as premissas
de que dependerem
Sup|s5. B 0s passos 1,4 e 7,
exceto das
57 C suposicoes 2e 5

1 8. C 1, 2-4, 5-7 Ev
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Dez regras primitivas

Regra de Regra de
Operador Introducéao Eliminacao
Conjuncao N EA
Condicional |— E—>
Disjuncao Y Ev
Negacao |- E-

Bicondicional 12 E2
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Eliminacao da negacao

Prem 1. -—--A
1 2. A 1 E-

« O passo 2 depende de todas as premissas
de que depender o passo 1

—=A
A
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Introducao da negacao

Sup 1. A
1 3. BA-B
4. -A 1-3 |-

* O passo 4 depende de todas as premissas de que
depender o passo 3, exceto da suposicao 1

A+~ BA-B
-A
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Reductio ad absurdum

- As demonstracdes com a regra |- chama-se
tradicionalmente demonstracao por reducao ao absurdo

- Todas as demonstracoes que podemos fazer sem a |-
podemos fazer com a I-
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Rejeicao da reductio

- Algumas logicas néo classicas (logicas intuicionistas) nao
aceitam este método de demonstracao
- Alideia da rejeicao € que uma demonstracao de que &

falso que -A é diferente de demonstrar que é verdade
que A
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Um exemplo

P->Q,-QF —-P
[modus tollens]

Prem 1. P—->Q
Prem 2. -Q
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Um exemplo

P->Q,-QF —P
[modus tollens]

Prem 1. P—->Q
Prem 2. -Q
Sup 3. P
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Um exemplo

P—>Q,-QF —P
[modus tollens]

Prem 1. P—->Q
Prem 2. -Q
Sup 3. P
1,31 4. Q 1,3 E—>
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Um exemplo

P—>Q,-QF —P
[modus tollens]

Prem 1. P—->Q
Prem 2. -Q
Sup 3. P
1,31 4. Q 1,3 E—>
1,2,3| 5. QA-Q 2.4 A
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Um exemplo

Prem
Prem
Sup
1,3
1,2,3
1,2

o o0k Wnh e

P->Q,-QF —-P
[modus tollens]

1,3 E—
2.4 A
3-5 |-
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Outro exemplo

PA-Q —'(P—)Q)
Prem 1. P A-Q
Sup 2. P—-0Q
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Outro exemplo

PA-QF (P> Q)
Prem 1. P A-Q
Sup 2. P—-Q
1 3. P 1 EA
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Outro exemplo
PA-QF —-(P—> )

Prem 1. P A-Q
Sup 2. P—-Q
1 3. P 1 EA
1,21 4. Q 2,3 E—>
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Outro exemplo
PA-QF —-(P—> )

Prem 1. P A-Q
Sup 2. P—->Q
1 3. P 1 EA
1,21 4. Q 2,3 E—>
11 5. =Q 1 EA
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Outro exemplo
PA-QF —-(P—> )

Prem 1. P A-Q
Sup 2. P—-Q
1 3. P 1 EA
1,21 4. Q 2,3 E—>
1] 5. =Q 1 EA
1,2 6. QA-Q 4.5 IA
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Outro exemplo
PA-QF —-(P—> )

Prem 1. P A-Q
Sup 2. P—-Q
1 3. P 1 EA
1,21 4. Q 2,3 E—>
1] 5. =Q 1 EA
1,2 6. QA-Q 4.5 IA
1 7. -(P—>Q) 26I-
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Introducao da negacao

Sup 1. A
1 3. BA-B
4. -A 1-3 |-

* O passo 4 depende de todas as premissas de que
depender o passo 3, exceto da suposicao 1

A+~ BA-B
-A
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Eliminacao da bicondicional

Prem 1. A= 1B
1 2. A->BAB—->A) 1E=

O passo 2 depende de todas as premissas de que
depender o passo 1

A= B
(A—>B)A(B—>A




dmurcho.com

Introducao da bicondicional

Prem 1. A—B

Prem 2. B—>A
12 3. A=B 1.2 1=

« O passo 3 depende de todas as premissas de que
dependerem os passos 1 e 2

A—>B
B> A

A= B
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Dez regras primitivas

Regra de Regra de
Operador Introducéao Eliminacao
Conjuncao N EA
Condicional |— E—>
Disjuncao v =V
Negacao |- E-

Bicondicional 12 E2
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Exerciclos

Formule informalmente as seqguintes regras primitivas:
v

EA

|—

Ev

E—

2 A

| =




mmmmmmmmmmm

RESOLUCAO DE
EXERCICIOS

Deducao natural
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Exercicios (p. 77)

el PAQVR)1IF(PAQ)V(PAR)
) PP AQ)vVv (P A-Q)

9) -
hh (P>Q) —>P)-P
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PAQOQVRIF(PAQ)V(PAR)

Prem 1. PA(QVR)
1 2. P 1 EA
1 3. QVvR 1 EA
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PAQOQVRIF(PAQ)V(PAR)

Prem 1. PA(QVR)
1 2. P 1 EA
1 3. QVvR 1 EA

Sup 4. Q
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PAQOQVRIF(PAQ)V(PAR)

Prem 1. PA(QVR)
1 2. P 1 EA
1 3. QVvR 1 EA
Sup 4. Q
1,4 5. PAQ 2,4 In
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PAQOQVRIF(PAQ)V(PAR)

Prem 1. PA(QVR)
1 2. P 1 EA
1 3. QVvR 1 EA
Sup 4. Q
14 5. PAQ 2,4 In
14 6. PAQV((PAR) 5lv
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PAQOQVRIF(PAQ)V(PAR)

Prem 1. PA(QVR)
1 2. P 1 EA
1 3. QVvR 1 EA
Sup 4. Q
14 5. PAQ 2,4 In
14 6. PAQV((PAR) 5lv
Sup 7. R
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PAQOQVRIF(PAQ)V(PAR)

Prem 1. PA(QVR)
1 2. P 1 EA
1 3. QVvR 1 EA
Sup 4. Q
14 5. PAQ 2,4 In
14 6. PAQV((PAR) 5lv
Sup 7. R
1,7 8. PAR 2,1 In
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PAQOQVRIF(PAQ)V(PAR)

Prem 1. PA(QVR)
i & 1 EA
1 3. QVvR 1 EA
Sup 4. Q
14 5. PAQ 2,4 IA
14 6. PAQV((PAR) 5lv
Sup 7. R
1,7 8. PAR 2,7 IA
1,7 9. PAQV((PAR) 8lv
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PAQOQVRIF(PAQ)V(PAR)

Prem
1

1
Sup
1,4
1,4

Sup
1,7
1,7

SUN(ORVARY
P
QVR

Q
PAQ

(PAQ)v (PAR)

1.
2.
3.
4.
S
6
7
38

9.

R
PAR
(PAQ)v (PAR)

1 100 PAQ)V(PAR)

1 EA
1 EA

2.4 A
51lv

2,7 I
8 lv
3,4-6, /-9 Ev
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Exercicios (p. 77)

el PAQVR)A-(PAQ) Vv (PAR)
) PP AQ)vVv (P A-Q)

9) -
hh (P>Q) —>P)-P




dmurcho.com

PAQVIPAR)FPA(QVR)

Prem 1. (PAQ)v(PAR)
Sup 2. PAQ
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PAQVIPAR)FPA(QVR)

Prem 1. (PAQ)v(PAR)
Sup 2. PAQ
2 3. P 2 En
2 4. Q 2 En
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PAQVIPAR)FPA(QVR)

Prem 1. (PAQ)v(PAR)
Sup 2. PAQ
2 3. P 2 En
2 4. Q 2 En
2 5. QVR 4 v
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PAQVIPAR)FPA(QVR)

Prem 1. (PAQ)v(PAR)
Sup| 2. PAQ
2 3. P 2 EA
2 4. Q 2 EA
2 5. QVR 4 v
2 6. PA(QVR) 3,51IA
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PAQVIPAR)FPA(QVR)

Prem 1. (PAQ)v(PAR)
Sup| 2. PAQ
2 3. P 2 EA
2 4. Q 2 EA
2 5. QVR 4 v
2 6. PA(QVR) 3,51IA
Sup| 7. PAR
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PAQVIPAR)FPA(QVR)

Prem 1. (PAQ)v(PAR)

Sup| 2. PAQ
2 3. P 2 EA
2 4. Q 2 EA
2 5. QVR 4 v
2 6. PA(QVR) 3,51IA

Sup| 7. PAR
7 8. P 7 EA
7 9. R =
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PAQVIPAR)FPA(QVR)

Prem 1. (PAQ)v(PAR)

Sup| 2. PAQ
2 3. P 2 EA
2 4. Q 2 EA
2 5. QVR 4 v
2 6. PA(QVR) 3,51IA

Sup| 7. PAR
7 8. P 7 EA
7 9. R =
/7 10. QVR 9lv
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PAQVIPAR)FPA(QVR)

Prem 1. (PAQ)v(PAR)

Sup| 2. PAQ
2 3. P 2 EA
2 4. Q 2 EA
2 5. QVR 4 v
2 6. PA(QVR) 3,51IA

Sup| 7. PAR
7 8. P 7 EA
7 9. R =
/7 10. QVR 9lv
7 11. PA(QVR) 8, 10 IA
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(PAQ)vV (P/\R)I—P/\(QVR)

Prem
Sup

N N NN DN

Su

®)

P NN NN

(PAQ) v (PAR)

PAQ

P

Q

QVvR
SN(ORVARY

© 0 N O R~ W DhE

=
= o

PAR

P

R

QVvR
PA(QVR)

N

PA(QVR)

2 En
2 En
4 |v
3.51A

7 EA

EA

9lv

8,10 IA

1, 2-6, 7-11 Ev
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Exercicios (p. 77)

el PAQVR)AF (PAQ) Vv (PAR)
) PP AQ)vVv (P A-Q)

9) -
h (P—>Q) —>P)-P

UFOP
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PI—(P/\Q) GN=®)

Prem
Sup 2. ﬂ(QVﬂQ)
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PI—(P/\Q) GN=®)

Prem
Sup 2. ﬂ(Q v =Q)
Sup 3. Q
3 N ORVA10 31lv
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PI—(P/\Q) GN=®)

Prem
Sup
Sup

3
2,3
2

Qv-Q)Ar=(Qv-Q) 24l

1.

2. —'(Q v =Q)

3. Q

N ORVA10 31lv
S.

6.

o) 3-5 |-
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PI—(P/\Q) GN=®)

Prem
Sup
Sup

3
2,3
2
2

1.

2. —'(Q v =Q)

3. Q

4. Qv -Q

5. (Qv-Q)A-(Qv-Q)
6. -Q

7.

Qv-Q

31lv
2.4 A
3-5 |-
6 Iv
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PI—(P/\Q) GN=®)

Prem
Sup
Sup

3
2,3
2
2
2

1.

2. —'(Q v =Q)

3. Q

4. Qv -Q

5. (Qv-Q)A-(Qv-Q)
6. -Q

7. Qv-Q

8.

Qv -Q)A=(Qv-Q)

31lv
2.4 A
3-5 |-
6 Iv
2.7 In
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PI—(P/\Q) GN=®)

Prem
Sup
Sup

3
2,3
2
2
2

ﬂ(Q v Q)

Q
Qv-Q
(Qv-Q)A=(Qv-Q)

—Q
Qv-Q
(Qv-Q)A-(Qv-Q)

© 0 N o0k WINPE

©

~=(Q v =Q)
Qv-Q

31lv
2.4 A
3-5 |-
6 Iv
2.7 In
2-8 |-
9 E-
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PI—(P/\Q) (P A =Q)

Prem 1.
Sup, 2. ﬂ(Q v =Q)
Sup 3. Q
3 4. Qv -Q
23 | 5. (Qv-Q)A-(Qv-Q)
2 6. -Q
2 7. Qv-Q
2, 8. (Qv-Q)A-(Qv-Q)
9. -=(Qv-Q)
10. Qv -Q

Sup  11. Q

31lv
2.4 A
3-5 |-
6 Iv
2.7 In
2-8 |-
9 E-
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PI—(P/\Q) GN=®)

Prem
Sup
Sup

3
2,3
2
2
2

2
C
ke

1,11

1.

2. —'(Q v =Q)

3. Q

4. Qv -Q

5. (Qv-Q)A-(Qv-Q)
6. -Q

7. Qv-Q

8. (Qv-Q)A-(Qv-Q)
9. —-=(Qv-Q)

10. Qv -Q

11. Q

12. PAQ

31lv
2.4 A
3-5 |-
6 Iv
2.7 In
2-8 |-
9 E-

1,11 IA
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P—(PAQ) Vv (PA-Q)

111 13. (PAQ)v(PA-Q)  12Iv
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P—(PAQ) Vv (PA-Q)

1,11 13. (PAQ)v (P A Q) 12 Iv

Sup 14. -Q
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P—(PAQ) Vv (PA-Q)

1,11 13. (PAQ)v (P A Q) 12 Iv

Sup 14. -Q
1,14 15. PA-Q 1,14 IA
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PI—(P/\Q) GN=®)

1,11 (PAQ)v(PA-Q) 12 Iv
Sup 14. -Q

1,14 15. PA-Q 1,14 IA
1,14 16. (PAQ) v (P A-Q) 15 Iv
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PI—(P/\Q) GN=®)

1,11

Sup
1,14
1,14

(PAQ)v(PA-Q)

14.
15.
16.

—Q
PA-Q

(PAQ)v(PA=Q)

17.

(PAQ)v(PA=Q)

12 Iv

1,14 IA
15 Iv
10, 11-13, 14-16 Ev
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REGRAS DERIVADAS

Deducéao natural
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Dois tipos de regras

Regras primitivas Regras derivadas
- Nao sao demonstraveis - S0 demonstraveis com
com base noutras regras base noutras regras

- Facilitam as derivacoes

- S40 padroes inferenciais
elementares
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Algumas regras derivadas

- A — B, =B  -A (Modus tollens)

- 2(A — B) 4 A A =B (Negacao da condicional)
- 2(AAB) 4 - Av =B (De Morgan)

- a(Av B) 4 =~ A A =B (De Morgan)

- A— B 4+ -A v B (condicional)




dmurcho.com

Exercicios (p. 77)

el PAQVR)AF (PAQ) Vv (PAR)
i PA- P AQ) v (P A-Q)

9) -
h (P->Q) —>P)-P

UFOP
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(P—>Q)—»>P)HP

Prem 1. (P—>Q)—>P
Sup 2. -P
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(P—>Q)—»>P)HP

Prem 1. (P—>Q)—>P
2. P
3. ~(P->Q) 1,2 RD: MT

Sup
1,2
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((P—)Q)—)P)I—P

Prem 1. P—->Q) —»P
Sup 2. =P
1,2 3. —(P—->Q) 1,2 RD: MT
1,2 4. PA-Q 3RD: -—
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((P—)Q)—)P)I—P

Prem 1. P—->Q)—>P
Sup 2. =P
1,2 3. (P> Q) 1,2 RD: MT
1,2 4. PA-Q 3 RD: >
1,2 5. P 4 EA
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((P—)Q)—)P)I—P

Prem (P—>Q)—>P
Sup 2. =P
1,2 3. (P> Q) 1,2 RD: MT
1,2 4. PA-Q 3 RD: >
1,2 5. P 4 EA
1,2 6. PA-P 2,5 IA
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((P—)Q)—)P)I—P

Prem (P—>Q)—>P
Sup 2. =P
1,2 3. (P> Q) 1,2 RD: MT
1,2 4. PA-Q 3 RD: >
1,2 5. P 4 EA
1,2 6. PA-P 2,5 IA
1 7. --P 2-6 |-
1 8. P 7 E=
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Modus tollens: P — Q, -Q + =P

Prem 1. P—->Q
Prem 2. -Q
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Modus tollens: P — Q, -Q + =P

Prem 1. P—->Q
Prem 2. -Q
Sup 3. P
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Modus tollens: P — Q, -Q + =P

Prem 1. P—->Q

Prem 2. -Q
Sup 3. P
1,3 4. Q 1.3 E—
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Modus tollens: P — Q, -Q + =P

Prem 1. P—->Q

Prem 2. -Q
Sup 3. P
13 4 Q 1,3E—
123 5. QA-Q 2,4 IA
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Modus tollens: P — Q, -Q + =P

Prem 1. P—->Q

Prem 2. -Q
Sup 3. P
13 4 Q 1,3 E-
123 5. QA-Q 2,4 IA
1,2 6. -P 3-5 |=
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Negacao da condicional:
(P> Q) 4 P A-Q

Prem 1. -(P—> Q)
Sup ‘ 2. —I(P A —|Q)
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Negacao da condicional:
(P> Q) 4 P A-Q

Prem 1. —(P—> Q)
Sup| 2. —I(P A —|Q)
2 3. PvQ 2 RD: DM
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Negacao da condicional:
(P> Q) 4 P A-Q

Prem 1. —(P—> Q)
Sup| 2. (P A-Q)
2 3. PvQ 2 RD: DM
2 4. P->Q 3RD: >
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Negacao da condicional:
(P> Q) 4 P A-Q

Prem 1. —(P—> Q)
Sup| 2. (P A-Q)
2 3. PvQ 2 RD: DM
2 4. P->Q 3RD: >
1,2 5. P->Q) A~(P—>Q) 1,4 1A
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Negacao da condicional:
(P> Q) 4 P A-Q

Prem 1. —(P—> Q)
Sup| 2. (P A-Q)
2 3. PvQ 2 RD: DM
2 4. P->Q 3RD: >
1,2 5. P->Q) A~(P—>Q) 1,4 1A
1 6. PA-Q 2-5 |-
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ESTRATEGIAS INFORMAIS

Deducéao natural
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Sels estratégias

1. As suposicdes so podem ser eliminadas com 3 regras:
Ev, |- e |—. Portanto, sempre que usamos uma
suposicao temos de ter em vista 0 uso posterior de

uma destas regras, para podermos eliminar a
suposicao.
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Sels estratégias

2. Quando a conclusao que se pretende demonstrar tem
como principal operador a negacao e avisado fazer
uma suposicao idéntica a conclusao, mas sem o
operador, visando obter uma contradicdo, para entao
usar a I-.
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Sels estratégias

3.

Quando a concluséo gue se pretende demonstrar e
uma condicional, € uma boa idéia introduzir a
antecedente da condicional como uma suposicao, com
0 objetivo de derivar a partir dela a consequente.
Depois eliminamos a suposicao utilizando a regra |— e
obtemos a conclusao desejada.
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Sels estratégias

4.

Quando podemos usar regras derivadas para
transformar numa condicional a conclusao que se
pretende demonstrar, podemos fazer a mesma uma
derivacao condicional. Por exemplo, se a concluséao for
P v Q, podemos supor —P para derivar Q, e ao chegar
a -P — Q usamos a regra derivada para transformar
esta formula em P v Q.
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Sels estratégias

5.

Uma contradicdo so pode ser utilizada para negar uma
suposicao se depender da suposicao que se pretende
negar. Contudo, qualquer féormula A pode depender de
gualguer outra B, bastando para tal usar primeiro IA
para juntar A e B, usando de seguida EA para voltar a
separa-las. Informalmente, n&o precisamos sequer de
usar primeiro IA e depois EA: podemos negar A
diretamente.
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Sels estratégias

6. Quando a concluséo gue se pretende demonstrar €
uma bicondicional, por exemplo, P 2 Q, podemos
apresentar como suposicao primeiro P, e derivar Q, e
depois supor Q para derivar P; finalmente, juntamos as
duas condicionais com IA.




